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Soient (X', B) un espace mesurable et P une loi sur
(¥ xR,B® Br), et N € N.



Regression dans le contexte "transductif" (Vapnik)

Soit k € IN*. Un échantillon:
<(X1, Y1), o (Xtksnyws Y(k+1)N)>

est tiré suivant la loi Py 1)y loi échangeable. On observe
"I'échantillon d’apprentissage" (éch. 1) et les X; sur
"I'échantillon de test" (2):

(Xl,yl),...,(XN,YN) et XN+17~-~7X(k+1)N7

et on veut estimer:

YNt1s oo Y(ks1)N-

Rmq: cas particulier kK = 1.



Regression dans le contexte "inductif"

On suppose que P(|X]|) < +oo.
Un échantillon:

((Xl, Y1), (X, YN))

est tiré suivant la loi Py = P®N. On observe cet échantillon et
on veut estimer la fonction:

f:X—-R



Modéle

Soit un ensemble de fonctions:
M:{fg:X—>]R; 06@}.

Idée: approcher f par une fonction f; en inductif.
En transductif: approcher (Yy41, ..., Yik+1)n) par

(7(0(XN+1)7 s fG(X(k+1)N)>-



Fonction de perte et risque

Soit 1) une fonction symétrique R? — R, (fonction de perte).

i [Yl, fo(X ] observable,

(k+1
= 1 Z Q/,[Y,,f;, } non observable,

i=N+1

R(),0) = P{w[Y, @(X)” non observable.



Estimation de la densité

On observe seulement (X1, ..., Xy) de loi P®N sur (X, B), on

suppose qu'il y a une mesure connue p telle que P < p et:
dP
dp &

et on veut estimer g.
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Changements de variables

Idée de base: appliquer une inégalité de concentration sur:

(Hoeffding, Bernstein, ...).
Changement de variable si 1) bornée par C:

Py/m (Mfé(xi), Yi]>
o A < (N/C), pour tout o € R

o (x) = = log (;— ax).



Résultat de base

Alors, pour 6 fixé:

poN exp{A% [R(¥,0)] —



Conséquence sur le risque:

Fixons 6 € ©. Pour tout € > 0, pour tout A < N/(2C), avec
Pp-probabilité au moins 1 — &:

1
R(¢79) < q);l{fl ((D% ogb)@) + loga}

A

C2\  logt
< 0 — £
sn (¢7 )+ 2N A
Pour \ optimal on obtient:

1
R(1,6) < n (1,8) + C 2",’55




Nouveau changement de variable

Si 1) n'est pas bornée, on utilise le méme changement de
variable avec un seuillage:

oam (V1600 VA ).

On obtient une borne sur:
N
R AN—.0].
(w x )

R(1/1,9)—R<@/)/\¥,9),

formuler des hypothéses de moments sur ).

Pour borner:



Principe de la méthode PAC-Bayésienne
(McAllester, Catoni)

Controler (en espérance, ou avec grande probabilité):

p[Rw.] = [ RE.0d0). ou pr.)],

pour n'importe quelle mesure p € ML (0).
Le controle fera intervenir le terme empirique:

P[fl(wa -)}

et un "terme de complexité" qui mesure la distance entre p et
une mesure fixée "a priori", 7 € ML (O).



Divergence de Kullback

Définition:
p [Iog (%)] si pL o,
K(p,m) =

+00  sinon.



Régression PAC-Bayésienne
Présentation de la méthode PAC-Bayésienne
Principaux résultats
Algorithmes



Un premier théoréme

Pour tout € > 0, pour tout A € RY, avec Py-probabilité au
moins 1 — £, pour toute mesure de probabilité p € M (©):

p {R (wg)]
REARNEOR




Lien avec la minimisation du risque empirique ou
structurel

Supposons que ¥(.,.) < C. Le théoréme devient: pour tout
A < N/(2C), avec Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour toute
mesure de probabilité p € M? (©):

A L Klp,m) + log 2

pIR (6, )] < ol (6, )]+ 5 ;

Estimateur:

p=argmind pln (0. + S0,



En fait p est connu sous forme explicite (Catoni 2003), c'est
une loi de Gibbs:

@( - exp [=An (¢, 0)]
dr 7 {exp[-Ari (¢, )]}

on notera:
P = Texpl-An(v,.)]-



Exemple: © fini

Avec 7 = ﬁ > 9co 0, p restreint a I'ensemble des dy et

A= (1/C)\/2Nlog(|©|/¢) le théoréme devient: avec

Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour tout 0 € ©:

2log
N

)

R(¢a0) < rl(wae) + ¢

Donc minimisation du risque empirique:

0 = arg min n(v,0).



Choix de A en général

On peut faire une borne d'union sur plusieurs valeurs de \ et
puis optimiser en A. Soit m une mesure sur R* a support fini.
Pour tout € > 0, avec Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour
toute mesure de probabilité p € M (©), pour tout A € RY:

p {R (w%)]

K(p, ) + log ™) }
+ - ,



Hypothése de moment

Nouveau changement de variable:
1/(s—1A\""
‘D,\/N {04 w[fa(X,-), Yi] - ; (( ) > W‘s[fe(Xi), Yi]

sN }
Supposons que pour un certain s > 1, pour 0 € ©,
R(|1|%,0) < +oo. Alors pour tout o € (0, 1), pour tout
€ >0, pour tout A € R, avec Py-probabilité au moins 1 — ¢,

pour toute mesure p € M (©):

pIR (¥, )]
< Lo {m ;0 (av). ] + = W); * E}

+1 (55 m)“p[mw,.)].

s sN



Bornes relatives

Soit u € M (©2). Supposons (.,.) < C. Pour tout £ > 0,

pour tout A < N/C, avec Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour
tout v € M1 (©?):

v[R(.0) - R(Y, 9’)}
5{ { th[ [fo(Xi, Yi)] = vl (X, Y,-)]”

K (v, p) + log
N (Vu)A oga}'




Calculs en espérance dans le cas linéaire

Modéle linéaire, borné, de dimension d, perte quadratique.
Soit:

0= inR .

0 = argmin R(y, 0)

» Le premier théoréme (avec un certain choix pour le
paramétre \) conduit a une borne en:

P AR, )T} < RO.0) + .y S log .

» Les bornes relatives conduisent a une borne en:

dlog N

P@N{ﬁ[R(¢,_)]} < R(,0)+ ¢ N




» En remplacant 7 par la loi de Gibbs mexp[—gr(y,) (PoOUr un
certain 3 € R’ ) on obtient la vitesse de convergence
optimale:

d

PN DIR(, N} < R(6,0) + "3

Technique dite "localisation".



Localisation (Catoni 2003)

Remarquons que, pour toute loi 7 déterministe:

Pu[ Ko, m)| = Pu[ Ko, Pu(p))] + K(Pu(p), 7).
Puisque le p optimal de la forme (pour un 5 > 0):

Texp[—Br1(v,.)]

incitation a remplacer 7 par:

Trexp[_ﬁR(wv’)] '

PROBLEME:
/C(p, 71-exp[*ﬁR(ww)]>

non observable.



Notations

Posons:

Vd&%(e’@/)

=280 [100.0) = 0. 0)] - [n00.6) - nw.01] |

Supposons que ¥(.,.) < C =1.



Majoration de la divergence de Kullback

Pour tout £ > 0, pour tout (v, 3) € (O, N)? tel que 3 < 7,
avec Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour tout p € ML (©),

/8 —1
K (0, Texpl-sR,)]) < (1 - ;) {’C (Ps Texpl—pr(6.)])

B [l
_ ; |Og €+ |Og Texp[—Br(y,d0")] exp Wp(dg) Vw7%(6, 6/)
= BK%QE(IO, 7'(').



Localisation pour la comparaison de deux
estimateurs

Choisissons deux lois a priori 7! et 72
Choisissons € > 0, et (), 81, 82, 71,72) € (0, N)® tels que

fr <7 et B <72
Avec Py-probabilité au moins 1 — &, pour tout couple

(0", p?) € [ML(O)]
{ |- [re ]
<p ,.)} 2] + et @ v ()]

%{Iog3+ZBK,ﬁ,3(p w)}



Comparaison a une distribution de Gibbs

Pour tout £ > 0, pour tout (), 3,7) € (0, N)3 tel que
[ <~ < A, avec Py-probabilité au moins 1 — ¢, pour tout
p e ML(©):

(ACD% - 6/d> [PR(¥, ) = Texpl—sRw. N R(V: )]

< (A=) [pr(¥,.) = Tepl-rn @ (e, )]

BA—7) A2

+)\(’}/ — ﬁ) |Og Texp[—yri (1,d0")] €XP |:2N7Texp[ yr1(¢,do)] V, %(9 9/)

)\2
+108 Trexplyr1 0,007 €xP {Wﬂ(dfn Vi3 (0, 9’)} K (0, Texpl-ma(v.1)

1
+ log —.
€
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Comparaison a une distribution de Gibbs

Adaptation d'une proposition de Catoni dans le contexte de la
classification.

La borne précédente permet de se référer a une échelle de
comparaison non observable:

Vﬁ S /\7 PR(% ) S Wexp[—ﬁR(w,.)]R(¢7 ) + B(pu ﬂ)

Idée:

B(¢, B) = B (Texplcn(v.)1: ) -
A(¢)=sup{BeN: B(B) <0},

(€arg ng@(é“)-



Une borne sous-additive pour la comparaison

Soit B(p1, p2) la borne pour la comparaison de p; et p, aprés
borne d’union et optimisation par rapport aux différents
parametres:

PpiR(6,.) = paR(®,.) < Blpr po)| 21— 2.

Soient p!, ..., pM des lois chargeant éventuellement des
sous-modéles différents.

On définit:



Un ordre sur les estimateurs

On définit (par exemple a I'aide du terme de complexité dans
le théoréme précédent) une fonction qui mesure la
"complexité" d'un estimateur:

C: ML(O) — Ry.
Quitte a changer l'indexation des p* on suppose:

C(p') < ... <C(pM).



Algorithme

On pose, pour tout k € {1,..., M}:

t(k) = max{j e{l,..M}, Wee{l, . jtB(p* )< o}.
On sélectionne alors |'estimateur p; donné par:

k = min(arg max t).
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Fonction de perte quadratique

A partir de maintenant: ¢(y,y’) = (y — y’)?. Pour simplifier

on notera:
rl(e) = r1(¢7 9)7
r(6) = r(v,0) en transductif,
R(0) = R(¢,0) en inductif.

Rms: pour simplifier la présentation, k = 1, les deux
échantillons sont de méme taille.



Modeéle linéaire

Le modéle M est tel que:
» © un espace vectoriel;

» 0 — fy(.) est une application linéaire.



Fonctions de base

Soit m € IN et (64, ...,0,) € ©™ avec éventuellement:

(- F({Xl, ...,XQN})

On va utiliser les "fonctions de base" fy,, ..., fs, pour définir:

Z = fom, a0 () = G(.).



Premier exemple

Estimation "par projections", © est un espace de fonctions,
fo(x) = 0(x) et (04, ...,0,) début d'une base (6;,i € IN) de ©

(ne dépend pas des observations).

Probléme: choix de m?



Deuxiéme exemple ("SVM")

Estimation a noyau, soit (H, (.,.)) un espace de Hilbert,
V:X —>H, 0=VYX),{0,...0n}={V(X),..,V(Xon)}
(donc m < 2N) et fy(x) = (0, V(x)). lci:

fi) = & (V(X),¥(x)) = Z a;iK(Xi, x)

ot K est le noyau de Mercer défini par:

K(x,x") = (V(x),¥(x)).



Troisiéme exemple ("SVM a plusieurs noyaux")

On prend © = RY, avec fy(x) = 6(x). On prend:
{01,....0m} = {Ki(X1,.), ..., Ki(Xomw, ), ooy Ko( Xy o),y ooy Ko(Xow, 2) )

avec m = 2NJ et Ky, ..., K, fonctions X? — .
Rmq: les fonctions ainsi définies ne sont pas orthogonales et
forment un systéme redondant.



Modéles de dimension 1

Soit, pour chaque i € {1, ..., m}:

> (X))

Q; = arg O’PGIEQ r(ab;) =

> o (XG)?
que 'on va estimer par:

> (X)) Y]

ZJ N+1 fg ( )

H—
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Théoréme 1

Pour tout € > 0, avec P®?"_probabilité au moins 1 — &, pour
tout i € {1,...,m} on a:

2N
(X)) Y? 2m
6 — () §4[2,2le (X2 Y2 ] log 2
Sine fo (X2 ] N

Remarques:




Théoréme 1

Pour tout € > 0, avec P®?"_probabilité au moins 1 — &, pour
tout i € {1,...,m} on a:

2N
SN £.(X)?2Y? ] log 2m
r(&iti) — n(@iti) < 4 [ 127\/1 ) J2 OgIVa
j=N+1 f9,(XJ)

Remarques:

» Vitesse en N~ pour un modéle de dimension 1.




Théoréme 1

Pour tout € > 0, avec P®?"_probabilité au moins 1 — &, pour
tout i € {1,...,m} on a:

2122/1 ’(9;(Xj)2Yj2 |0g2_m
S ()] N

j=N-+1 j

rg(d,'@,') — I’Q(E,'Q,') S 4

Remarques:
» Vitesse en N~ pour un modéle de dimension 1.

» La borne n'est pas observable, or on aura besoin de la
calculer explicitement.




Rendre la borne observable: hypothéses nécessaires



Rendre la borne observable: hypothéses nécessaires

» ler exemple: P(|Y| < B) = 1. Alors la borne devient
observable:

4[21”1 f,(X)* Y7 | log 2

S (X2 ] N
4 lzﬁl bOGPYE | ol g2
T () N




Rendre la borne observable: hypothéses nécessaires

» ler exemple: P(|Y| < B) = 1. Alors la borne devient
observable:

4[21”1 f,(X)* Y7 | log 2

S (X2 ] N
4 lzﬁl bOGPYE | ol g2
T () N

» Existence de moments exponentiels de Y.




Théoréme 2

Supposons que Plexp (bY)] < B < +4o00. Alors pour tout
e > 0, avec P®2N_probabilité au moins 1 — ¢, pour tout i €
{1,...,m} on a:

S £ (X)2Y? ] log 4m
S ()7

3
8 (log®m\2 / 2NB\? | 1 &
() () e

I’Q(d,ﬂ,’) — rg(a,-@,-) S 3
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Interprétation du théoréme

» Pour chaque /,le théoréme donne un intervalle de
confiance sur @;:

r(&ib;) — n(aib;) < Bi.

)



Interprétation du théoréme

» Pour chaque /,le théoréme donne un intervalle de
confiance sur @;:

r(6&i0;i) — r(aibi) < Bi.

S Bi,s

Gii—?%)zl%j > (%)

j=N+1

aj € IC(I, E)



Interprétation du théoréme

» Pour chaque /,le théoréme donne un intervalle de
confiance sur @;:

r(6&i0;i) — r(aibi) < Bi.

~._—.212NfX2 ,
(& — @) N Z 0;(X7) ie

j=N-+1
aj € IC(I, E)

» Soit le produit scalaire sur ©:

0.9), Zfa Mo (X

J N+1




» Or @;0; est la projection orthogonale de @ sur
{ab;,a € R}, par rapport a (., .),.



» Or @,0; est la projection orthogonale de € sur
{ab;,a € R}, par rapport a (., .),.

» Donc le théoréme affirme que, pour chaque i, 8
appartient a la région qui se projette sur le bon intervalle
de confiance:

. 2
éeRC(i,e):{Gee: (%) SB[,E}'
ill2



Intéressant car RC(/,¢) ensemble convexe fermé qui contient
6. Notons: IM; . la projection orthogonale sur RC(i,¢) par

rapport a (., .),.
W00 |m,.0 72 < o -7,

Vo € @ [p) (I_I,EQ) (9) < r2(9) — rz(g).

Ou: quel que soit I'estimateur 6, I1; .6 est un meilleur
estimateur.



Algorithme 1



Algorithme 1



Algorithme 1

» 6(0) =0;

» O(n+1) =Mpe...MN10(n);

» arrét lorsqu’on a atteint un point fixe ou lorsqu'un certain
critére est satisfait.



Quantification de |'amélioration

Vo € ©,[|M;.0 — 9\\2 16— 9||2 M0 — 0|3,

donc:
Vo € @, r (I'I,-759) — rz(a) S r2(9) — r2( ) - H|_|,59 9“2,

ry (N; 0) < ra(6) — ||M;.60 — 63



Algorithme 2



Algorithme 2

» 0(0) =0;

> 0(n+ 1) = Mjn)0(n) ot i(n) maximise le critére
d’amélioration: ||M;(n).6(n) — 9(”)H§ (ou tout autre
critére).



Algorithme 2

» 0(0) =0;

> 0(n+ 1) = Mjn)0(n) ot i(n) maximise le critére
d’amélioration: ||M;(n).6(n) — 9(”)H§ (ou tout autre
critére).

» arrét lorsqu’on a atteint un point fixe ou lorsqu’'un certain
critére est satisfait.
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Contexte "inductif"

Extension au cas inductif, le risque devient:

RO)=P[(v () ].

meilleures bornes mais nécessité de connaitre la loi marginale
de X: Py, car le produit scalaire impliqué est:

(0.0), = P[HOOH(X)].

Hypothése nécessaire: P[(Y — f(x))?|X = x] < 02 < +o0.



Estimation de la densité

On observe (Xi,..., Xy) € XN i.i.d. de distribution P qui a
une densité par rapport a la mesure p:

dP
5.0 =80

On essaie d'estimer g par les fonctions {fy,0 € ©}. La méme
démarche reste valide en utilisant le produit scalaire:

0.0) = [ f@)(eIntes)

si la fonction de perte est:

) = [ 1)~ g0 ue2),



Autres problémes

Autre problémes avec perte quadratique:
» modéle de bruit blanc gaussien;
» modéle de régression avec design déterministe;

> ...



Vitesse de convergence pour le contexte inductif

Si (fp,)32; b. 0. n. de L3([0,1]), X =[0,1], et f de régularité
f3, I'algorithme est équivalent a une méthode de seuillage et
permet de fabriquer un estimateur f qui atteint la vitesse
minimax (a un log N prés).



Vitesse de convergence pour le contexte inductif

Si (fp,)32; b. 0. n. de L3([0,1]), X =[0,1], et f de régularité
f3, I'algorithme est équivalent a une méthode de seuillage et
permet de fabriquer un estimateur f qui atteint la vitesse
minimax (a un log N prés).

» Si f bornée, dans W(/3) espace de Sobolev et base de
Fourier:

pen {P {(?(X) - f(X))z] } < C(f) ('O%N) o




Vitesse de convergence pour le contexte inductif

Si (fp,)32; b. 0. n. de L3([0,1]), X =[0,1], et f de régularité
f3, I'algorithme est équivalent a une méthode de seuillage et
permet de fabriquer un estimateur f qui atteint la vitesse
minimax (a un log N prés).

» Si f bornée, dans W(/3) espace de Sobolev et base de
Fourier:

pen {P {(?(X) - f(X))z] } < C(f) ('O%N) o

» Si f bornée, dans B; , 1, espace de Besov avec
(1/p) < s < R+ 1 et base d'ondelettes de régularité R,

vitesse en: .
log N\ 2s+1
C'(f) ( O;gv ) log N.
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