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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

On observe, sur un espace (2, .A,P), n paires aléatoires
(X1, Y1), ..., (Xn, Y,) indépendantes sous P, X; € R” et
Y; € R. On suppose que

Yi = (X)) + W,
pour f mesurable W; avec E(W;|X;) = 0 et E(W?|X;) < o2
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

On observe, sur un espace (2, .A,P), n paires aléatoires
(X1, Y1), ..., (Xn, Y,) indépendantes sous P, X; € R” et
Y; € R. On suppose que

= (X)) + W,
pour f mesurable W; avec IE(V|/,-|X,-) =0et E(W?X;) <02

Prédicteurs linéaires

VO, x € RP,  fy(x) :=0- x.
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

On observe, sur un espace (2, .A,P), n paires aléatoires
(X1, Y1), ..., (Xn, Y,) indépendantes sous P, X; € R” et
Y; € R. On suppose que

Yi = (X)) + W,
pour f mesurable W; avec E(W;|X;) = 0 et E(W?|X;) < o2

Prédicteurs linéaires

VO, x € RP,  fy(x) :=0- x.

Risques
n

H0) = = 3 (Y~ f(X))?, R(8) :=E[r(6)] et R =infR.

i=1
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

|dée d'inégalité oracle

OMCO — argmin{r(#) : 6; = 0 pour i ¢ I}
0; = argmin{R(0) : 0; = 0 pour i ¢ I}.
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

|dée d'inégalité oracle

OMCO — argmin{r(#) : 6; = 0 pour i ¢ I}
0; = argmin{R(0) : 0; = 0 pour i ¢ I}.
A design fixe, W; ~ N(0, o?),

o?card(/)

E[R(é,MCO)—ﬁ < R(O) - R+

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

|dée d'inégalité oracle

OMCO — argmin{r(#) : 6; = 0 pour i ¢ I}
0 = argmin{R(#) : 6; = 0 pour i & I}.
A design fixe, W; ~ N(0, 0?),
2
N — — /
E [R(&,MCO) - R} < R(0) - R+ %rd()
Peut-on proposer 0 tel que

E [R(é) . ﬁ] < inf { [R(6)) — R] +

o?card(l) } ,

n
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

|dée d'inégalité oracle

OMCO — argmin{r(#) : 6; = 0 pour i ¢ I}
0 = argmin{R(#) : 6; = 0 pour i & I}.
A design fixe, W; ~ N(0, 0?),
2
E [R@OY) - R| <R(B) - R+ 25 Ca;d(/)
On peut fabriquer 0 tel que

E [R(é) . ﬁ] < inf { [R(6)) = R] + C

o?card(/)log(p) }

et c'est le mieux que |'on puisse faire...

@ Bunea, F., Tsybakov, A. B. and Wegkamp, M. H. (2007) Aggregation for Gaussian Regression.
The Annals of Statistics 35(4), pp. 1674-1697.
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux

Introduction
Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC...

Définition

Inég. oracle?

Calcul ?
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC...
Définition min{r(0) + A||6]|o}
Inég. oracle?
Calcul 7
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Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC...
Définition min{r(0) + A||6]|o}
Inég. oracle? oui

Calcul ? p petit
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Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO
Définition min{r(0) + A||6]|o}
Inég. oracle? oui

Calcul ? p petit
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Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO

Définition min{r(0) + A||6]|o} min{r(6) + A0+ }
Inég. oracle? oui
Calcul 7 p petit p grand
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO
Définition min{r(0) + A||6]|o} min{r(6) + A0+ }
Inég. oracle? oui hypothéses sur Xi, ..., X,
Calcul 7 p petit p grand
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO
Définition min{r(0) + A||6]|o} min{r(6) + A0+ }
Inég. oracle? oui hypothéses sur Xi, ..., X,
Calcul 7 p petit p grand

Références pour pénalisation £g

@ Barron, A. R., Birgé, L. and Massart, P. (1999) Risk Bounds for Model Selection via Penalization.
Probability Theory and Related Fields 113(3), pp. 301-413.
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Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO
Définition min{r(0) + A||6]|o} min{r(6) + A0+ }
Inég. oracle? oui hypothéses sur Xi, ..., X,
Calcul 7 p petit p grand

Références pour pénalisation £g

@ Barron, A. R., Birgé, L. and Massart, P. (1999) Risk Bounds for Model Selection via Penalization.

Probability Theory and Related Fields 113(3), pp. 301-413.
Références pour pénalisation ¢3

@ Tibshirani, R. (1996) Regression Shrinkage and Selection via the LASSO. Journal of the Royal
Statistical Society : Series B 58(1), pp. 267—288.

@ Bickel, P., Ritov, Y. and Tsybakov, A. B. (2009) Simultaneous Analysis of LASSO and Dantzig
Selector. The Annals of Statistics 37(4), pp. 1705-1732.
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Inégalités PAC-Bayésiennes

Comment obtenir des inégalités oracle ?

AIC,BIC... LASSO
Définition min{r(0) + A||6]|o} min{r(6) + A0+ }
Inég. oracle? oui hypothéses sur Xi, ..., X,
Calcul 7 p petit p grand

Références pour pénalisation £g

@ Barron, A. R., Birgé, L. and Massart, P. (1999) Risk Bounds for Model Selection via Penalization.

Probability Theory and Related Fields 113(3), pp. 301-413.
Références pour pénalisation ¢3

@ Tibshirani, R. (1996) Regression Shrinkage and Selection via the LASSO. Journal of the Royal
Statistical Society : Series B 58(1), pp. 267—288.

@ Bickel, P., Ritov, Y. and Tsybakov, A. B. (2009) Simultaneous Analysis of LASSO and Dantzig
Selector. The Annals of Statistics 37(4), pp. 1705-1732.

— idée : estimateur agrégé, calculable par Monte-Carlo

@ Dalalyan, A. and Tsybakov, A. B. (2008) Aggregation by Exponential Weighting, Sharp
PAC-Bayesian Bounds and Sparsity. Machine Learning 72(1-2), pp. 39-61.
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Plan de la présentation

@ Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux
@ Introduction
@ Inégalités PAC-Bayésiennes

© Géenéralisation a I'autorégression
@ Prédiction de séries temporelles
@ Inégalités PAC-Bayésiennes

© Au-dela du modéle linéaire
@ Modele a direction révélatrice parcimonieux
@ Régression de faible rang
@ Modéles & complexité bornée
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Premier estimateur agrégé 6,

acard(l)

(carﬁ(l)) Z},:O al

T =
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Premier estimateur agrégé 6,

acard(l)

(carﬁ(l)) Z},:O al

T =

Définition

. Dcard(l)<n T €XP [—)\ (r(é}”co) + M)] puco
3 card(ry<n 1 EXP [—A (r(é,MCO) H 2o_d(/>>]

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Premier estimateur agrégé 6,

Théoreme (A & Lounici 2011)
Les X; déterministes et les W; iid N(0,02), A = 1/(40?),

E (R(@}) —ﬁ) < inf {R(e,) ~R

card(/)<n

1 ZU) (g () 42) + )

v
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Premier estimateur agrégé 6,

Théoreme (A & Lounici 2011)
Les X; déterministes et les W; iid N(0,02), A = 1/(40?),

E (R(@}) —ﬁ) < inf {R(6)-FR

card(/)<n

2card(/ 402 log (-
L L) ) 4log _ P ) 1)+ 17 ) (=)
acard(/) n

Preuve : Lemme de Stein + méthodes PAC-Bayésiennes :

@ Leung, G. and Barron, A. R. (2006) Information Theory and Mixing Least-Square Regressions.
IEEE Transactions on Information Theory 52(8), pp. 3396-3410.1.
Q Catoni, O. (2004) Statistical Learning Theory and Stochastic Optimization. Ecole d'Eté de

Probabilités de Saint-Flour XXXI - 2001. J. Picard Editor. Springer Lecture Notes in Mathematics
1851.
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

@ on suppose que R(A) = R et |01 < K, soit u; proba.
uniforme sur {||0]|; < K+ 1,6, =0 pour i ¢ I} et

n(do) = > mu(de),

card(/)<n
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Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

@ on suppose que R(A) = R et |01 < K, soit u; proba.
uniforme sur {||0]|; < K+ 1,6, =0 pour i ¢ I} et

n(do) = > mu(de),

card(/)<n

Q [flle <L [IXillo < L,
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

@ on suppose que R(A) = R et |01 < K, soit u; proba.
uniforme sur {||0]|; < K+ 1,6, =0 pour i ¢ I} et

n(do) = > mu(de),
card(/)<n
Q [Iflle <L [IXilloo <L,
© W, est sous-exponentiel (o,¢), X; peuvent étre
déterministes ou aléatoires.
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

@ on suppose que R(A) = R et |01 < K, soit u; proba.
uniforme sur {||0]|; < K+ 1,6, =0 pour i ¢ I} et

n(do) = > mu(de),
card(/)<n
Q [Iflle <L [IXilloo <L,
© W, est sous-exponentiel (o,¢), X; peuvent étre
déterministes ou aléatoires.

Définition

exp(—Ar(0))

dpy .
. &xp(=Ar(6"))m(d8) et O = /e ) 0p(df).

dr (9): f

©
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Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux q
Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

Théoréme (A & Lounici 2011)
Pour C = C(o,&, L, L', K) connu, A = n/C, pour tout € > 0,

P{R(e}) - R <C inf [R(@,) — R(6)

card(/) log (egsiﬁ?/l))) log <€(13a)>
+ >1—c.

+
n n
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Introduction

Inégalités PAC-Bayésiennes

Deuxiéme estimateur agrégé 6,

Théoréme (A & Lounici 2011)
Pour C = C(o,&, L, L', K) connu, A = n/C, pour tout € > 0,

P{ R(6)) — R(6) < C inf | R(6:) — R(0)

card(/) log (—eg’c’&(‘ﬁ?,l)) ) log <€(13a)>
n i n

+ >1—c¢.

Preuve : inégalité de Bernstein + PAC-Bayes, suit

Q Catoni, O. (2004) Statistical Learning Theory and Stochastic Optimization. Ecole d'Eté de
Probabilités de Saint-Flour XXXI - 2001. J. Picard Editor. Springer Lecture Notes in Mathematics
1851.

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Estimation dans un modéle linéaire parcimonieux

Introduction
Inégalités PAC-Bayésiennes

Publications liées a cette thématique

B
[
B
B
B
B

Alquier, P. (2008) Iterative Feature Selection in Least Square Regression Estimation. Annales de
I'Institut Henri Poincarré, Probabilités et Statistiques 44(1), pp. 47—88.

Alquier, P. (2008) Density Estimation with Quadratic Loss, a Confidence Intervals Method.
ESAIM Probability & Statistics 12, pp. 438—463.

Alquier, P. (2008) LASSO, Iterative Feature Selection & the Correlation Selector : Oracle
Inequalities & Numerical Performances. Electronic Journal of Statistics 2, pp. 1129-1152.

Alquier, P. & Lounici, K. (2011) PAC-Bayesian Theorems for Sparse Regression Estimation with
Exponential Weights. Electronic Journal of Statistics 5, pp. 127—145.

Alquier, P. & Hebiri, M. (2011) Generalization of L1 Constraints for High Dimensional Regression
Problems. Statistics & Probability Letters 81(12), pp. 1760-1765.

Alquier, P. & Hebiri, M. (2012) Transductive Versions of the LASSO & the Dantzig Selector.
Journal of Statistical Planning & Inference 142(9), pp. 2485—2500.
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Prédiction de séries temporelles
Inégalités PAC-Bayésiennes

Généralisation a I’autorégression

© Géenéralisation a I'autorégression
@ Prédiction de séries temporelles
@ Inégalités PAC-Bayésiennes
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

(X¢)tez série temporelle a valeurs ds RP. Obs : Xi,..., X).
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

(X¢)tez série temporelle a valeurs ds RP. Obs : Xi,..., X).
Pour fy : (RP)k — R on pose

KO = (X1, Xe k).

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

(X¢)tez série temporelle a valeurs ds RP. Obs : Xi,..., X).
Pour fy : (RP)k — R on pose
X0 = F(Xecr - Xek).
Hypothése :
I (ot 6) = o (ool < 255030 I = 4l
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Contexte

(X¢)tez série temporelle a valeurs ds RP. Obs : Xi,..., X).
Pour fy : (RP)k — R on pose
X0 = F(Xecr - Xek).
Hypothése :
I (ot 6) = o (ool < 255030 I = 4l

Risques - ¢ perte convexe et K-Lipshitz

n

R(0) =E [z (Xf,xtﬂ et () = ni - > £<5<,.9,X,->.

i=k+1
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Hypotheses de dépendance/mélange

¢-mélange pour (W;);cz suite de v.a.

M= s {84 - BB}
A€ o(We, Wy_yq,...)
B € o(Wpy,)
kel

Hypothése PhiMix(C) : 1 + Zj’il vVeW() <C.
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Hypotheses de dépendance/mélange

¢-mélange pour (W;);cz suite de v.a.

M= s {|P(BlA) - B(B)|}.
A€ oW, Wy_q,...)
B € o(Wy,,)
keZ

Hypothése PhiMix(C) : 1 + Zj’il vVeW() <C.

Hypothése CBS(c, (a)))
(&i)iez iid, ||&i] < ce,

Wi = H(&, 21,62 -+ )

avec [H(v) = H(VII < 2% ajllv; — vill et 3720 8 < +o0.
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
& Inégalités PAC-Bayésiennes

Hypotheses de dépendance/mélange

Hypotheése ThetaDep(C)

Q Dedecker, J., Doukhan, P., Lang, G., Leon, J. R., Louhichi, S. and Prieur, C. (2007) Weak
Dependance : with Examples and Applications. Springer Lecture Notes in Statistics 190.
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Hypotheses de dépendance/mélange

Hypotheése ThetaDep(C)

Q Dedecker, J., Doukhan, P., Lang, G., Leon, J. R., Louhichi, S. and Prieur, C. (2007) Weak
Dependance : with Examples and Applications. Springer Lecture Notes in Statistics 190.

PhiMix(C)
(Wil < ew

Vi = ThetaDep(cwC).
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression e Prr e
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Hypotheses de dépendance/mélange

Hypotheése ThetaDep(C)

Q Dedecker, J., Doukhan, P., Lang, G., Leon, J. R., Louhichi, S. and Prieur, C. (2007) Weak
Dependance : with Examples and Applications. Springer Lecture Notes in Statistics 190.

Proposition

PhiMix(C)

Vi (Wi < cw } = ThetaDep(cwC).

CBS(c, (a))) SN
S Ja) < 00 = ThetaDep(2¢; ;Jaj).
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Inégalité PAC-Bayésienne

Estimateur de Gibbs pour une loi a priori

) ) ) ef)\r(O)ﬂ.(dQ)
b\ = / I5r(A9), avee p(d0) = . gy
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Prédiction de séries temporelles
Inégalités PAC-Bayésiennes

Généralisation a I’autorégression

Inégalité PAC-Bayésienne
Estimateur de Gibbs pour une loi a priori ™

) ] ] e*/\'(9)7r(d9)
b\ = / I5r(A9), avee p(d0) = . gy

Théoreme (A, Li & Wintenberger, 2012)

(X:) satisfait ThetaDep(C), x := K(1 4 L)(cx + C)/+/2. Pour
A > 0, pour tout € > 0,

P(R (é}) < inf /R(G)p(d9)+ n(i/\—i)z

N 21C(p,7r)+2|og(§)]> e

A
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Un exemple : ensemble fini de prédicteurs

Cas 0 € ©, card(©) = M < c0. Soit A = 17—,l$</"\/n|og(/\/l).
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Un exemple : ensemble fini de prédicteurs

Cas 0 € ©, card(©) = M < c0. Soit A = 17—:/" nlog(M).

4K log (M) 2k log (2)
(1-9V n (1-%)/nlog(M)
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Un exemple : ensemble fini de prédicteurs

Cas 0 € ©, card(©) = M < c0. Soit A = 17—,l{</"\/n|og(/\/l).

4K log (M) N 2k log (2)
-5V 0 %) Jalogmy

@ Vitesse optimale

@ Audibert, J.-Y. (2009) Fast Learning Rates in Statistical Inference Through Aggregation.
The Annals of Statistics 38(4), pp. 1591-1646.

R(@) <R+
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Un exemple : ensemble fini de prédicteurs

Cas 0 € ©, card(©) = M < c0. Soit A = 17—:/" nlog(M).

4K log (M) N 2k log (2)
-5V 0 %) Jalogmy

@ Vitesse optimale

@ Audibert, J.-Y. (2009) Fast Learning Rates in Statistical Inference Through Aggregation.
The Annals of Statistics 38(4), pp. 1591-1646.
@ Preuve du théoréme : repose sur |'inégalité de

Hoeffding pour les variables dépendantes de Rio

R(@) <R+

Rio, E. (2000) Inégalité de Hoeffding pour les Fonctions Lipshitziennes de Suites

Dépendantes. Comptes Rendus de I'’Académie des Sciences - Series | - Mathematics
330(10), pp. 905-908.
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PR . . N Prédiction de séries temporelles
Généralisation a I’autorégression T3 ad
Inégalités PAC-Bayésiennes

Un exemple : ensemble fini de prédicteurs

Cas 0 € ©, card(©) = M < c0. Soit A = 17—:/" nlog(M).

4K log (M) N 2k log (2)
-5V 0 %) Jalogmy

@ Vitesse optimale

@ Audibert, J.-Y. (2009) Fast Learning Rates in Statistical Inference Through Aggregation.
The Annals of Statistics 38(4), pp. 1591-1646.

@ Preuve du théoréme : repose sur |'inégalité de
Hoeffding pour les variables dépendantes de Rio

Rio, E. (2000) Inégalité de Hoeffding pour les Fonctions Lipshitziennes de Suites
Dépendantes. Comptes Rendus de I'’Académie des Sciences - Series | - Mathematics
330(10), pp. 905-908.

@ on ne dépassera pas les vitesses en 1//n avec ce
théoréme...

R(@) <R+
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Prédiction de séries temporelles
Inégalités PAC-Bayésiennes

Généralisation a I’autorégression

Vitesses rapides

X; €R, § € R, méme loi 7 que dans la premiére partie sur

d
fo( X1, oo, Xe—k) = Z 0;¢j(Xe—1, ..., Xe—«), perte quadratique.

Théoreme (A, Li & Wintenberger, 2012)

(X:) satisfait PhiMix(C), R(f) = R et ||f]|; < L. Pour
C'=C'(C,L,cx) connu A =C'/n, pour € >0,

card(J) log (Card(J)> log (2 )}) o

+C

n—k

v
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Vitesses rapides

Théoreme (A, Li & Wintenberger, 2012)

(X:) satisfait PhiMix(C), R(f) = R et ||0]|; < L. Pour
C'=C'(C,L,cx) connu A =C'/n, pour € >0,

card(J) log <£’;;dlz)j;> + log (2)
n—k

4+ >1—e.

Preuve du théoréme : repose sur |'inégalité de Bernstein de
Samson

Samson, P.-M. (2000) Concentration of Measure Inequalities for Markov Chains and ®-Mixing
Processes. Annals of Probability 28(1), pp. 416—461.
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Prédiction de séries temporelles

Généralisation a I'autorégression o Fr ad
g Inégalités PAC-Bayésiennes

Publications liées a cette thématique

B

[=)

Alquier, P. & Doukhan, P. (2011) Sparsity Considerations for Dependent Observations. Electronic
Journal of Statistics 5, pp. 750-774.

Alquier, P. & Wintenberger, O. (2012) Model Selection for Weakly Dependent Time Series
Forecasting. Bernoulli 18(3), pp. 883-913.

Alquier, P. & Li, X. (2012) Prediction of Quantiles by Statistical Learning & Application to GDP

Forecasting. In Proceedings of the 15th International Conference on Discovery Science (DS’12),
J.-G. Ganascia, P. Lenca & J.-M. Petit Editors, Springer Lecture Notes in Artificial Intelligence
7569, pp. 22-36.

Alquier, P., Li, X. & Wintenberger, O. (2012) Prediction of Time Series by Statistical Learning :

General Losses & Fast Rates. Preprint arXiv :1202.4283v1. Currently in minor revision for
Dependence Modeling.
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

© Au-dela du modéle linéaire
@ Modele a direction révélatrice parcimonieux
@ Régression de faible rang
@ Modéles & complexité bornée
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :

@ single-index parcimonieux y = g(3 - x) et ||B]lo < p,
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :
@ single-index parcimonieux y = g(3 - x) et ||B]lo < p,
o modele additif y = 377, fi(x;) et card({j : f; # 0}) < p,

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
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Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :
@ single-index parcimonieux y = g(3 - x) et ||B]lo < p,
o modele additif y = 377, fi(x;) et card({j : f; # 0}) < p,
@ régression de faible rang y = Mx € R™, rg(M) < m A p,
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :
@ single-index parcimonieux y = g(3 - x) et ||B]lo < p,
o modele additif y = 377, fi(x;) et card({j : f; # 0}) < p,
@ régression de faible rang y = Mx € R™, rg(M) < m A p,

@ modéles en physique quantique induisant des contraintes
de parcimonie ou de faible rang,
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Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :

@ single-index parcimonieux y = g(3 - x) et ||B]lo < p,

o modele additif y = 377, fi(x;) et card({j : f; # 0}) < p,
@ régression de faible rang y = Mx € R™, rg(M) < m A p,
°

modéles en physique quantique induisant des contraintes
de parcimonie ou de faible rang,

que peut-on dire de facon générale?
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Autres modeéles

Possibles fonctions reliant x € RP et y :
@ single-index parcimonieux y = g(67x) et ||0]lo < p.
o modele additif y = 377, fi(x;) et card({j : f; # 0}) < p,
@ régression de faible rang y = Mx € R™, rg(M) < m A p,

@ modéles en physique quantique induisant des contraintes
de parcimonie ou de faible rang,

@ que peut-on dire de facon générale ?
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Modéle a direction révélatrice parcimonieux

(Xi, Y:)i_; i.i.d. sous P, loi commune P, X; € [-1,1]°,

i=g(B-X)+ W, 0=(g.5) )

E(W;|X;))=0,8:R—[-C,C], et BERP, ||B]lo < p. Perte
quadratique.
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Modéle a direction révélatrice parcimonieux

(Xi, Y:)i_; i.i.d. sous P, loi commune P, X; € [-1,1]°,

i=g(B-X)+ W, 0=(g.5) )

E(W;|X;))=0,8:R—[-C,C], et BERP, ||B]lo < p. Perte
quadratique.

On peut définir une loi a priori dans ce modéle, et un
estimateur de Gibbs randomisé 6.
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Inégalité oracle

Théoréme (A & Biau, 2013)

Les W; sont sous-exponentiels (o, &), constante connue
===(C,&0) >0, A= n/=. Pour tout € > 0,

X . = < = o B - . =
P R(e)\) R = _Ic{llr].f.,p} ISIIT\]/’];” R(Q/J\/]) R

N M log(n) + card(/) log(pn) + log (2)

zl_ga

ot 0, = (g, B) est la meilleure approximation /-sparse de
3 et la meilleure approximation de g avec M fonctions d'une
base.
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Application : ellipsoide de Sobolev

Sous quelques hypothéses supplémentaires, dont
ZEW (s, 67%2) pour s > 2, avec s inconnu :
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Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Application : ellipsoide de Sobolev

Sous quelques hypothéses supplémentaires, dont
ge<eW|s, 67%2 pour s > 2, avec s inconnu :

Corollaire (A & Biau, 2013)

P(,?@) ez { <|og(n)) =1 |[Bllolog(pn)

n n
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Modeéle de régression de faible rang

Modéle

+&, rg(B) < min(p, m).
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Modeéle de régression de faible rang

Modéle
X déterministe, E(£) =0 et

Y =X B +€&, rg(B) < min(p, m).

nxm nxXp pxm

[l faut définir une loi a priori pour approcher les matrices de
faibles rang. Utile aussi pour d'autres modéles :

@ complétion de matrice,

@ régression trace...
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Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Loi a priori

@ J. Geweke (1996). Bayesian reduced rank regression in econometrics. Journal of Econometrics 75

121-146.
k fixe, B =M NT .
~—
pxXm pxk kxm
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Loi a priori

@ J. Geweke (1996). Bayesian reduced rank regression in econometrics. Journal of Econometrics 75
121-146.

k fixe, B = M NT .
~— ==

pxXm pxk kxm

Soit M., la ¢-iéme colonne de M, on a

k
B=Y MN,)" = 1rgB)<k
/=1
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Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
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Loi a priori

@ J. Geweke (1996). Bayesian reduced rank regression in econometrics. Journal of Econometrics 75
121-146.

k fixe, B = M NT .
~— ==

pxXm pxk kxm

Soit M., la ¢-iéme colonne de M, on a
k
B=Y MN,)" = 1rgB)<k
=1

Loi a priori 7 : les M., et N., sont indépendants A (0, ~,/).
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Loi a priori

@ J. Geweke (1996). Bayesian reduced rank regression in econometrics. Journal of Econometrics 75
121-146.

k fixe, B = M NT .
~— ==

pxXm pxk kxm

Soit M., la ¢-iéme colonne de M, on a

k
B=Y MN,)" = 1rgB)<k
/=1

Loi a priori 7 : les M., et N., sont indépendants A (0, ~,/).

@ R. Salakhutdinov & A. Mnih (2008). Bayesian probabilistic matrix factorization using MCMC.
Proceedings of ICML'08.

Fixer k = min(m, p), les 7, sont i.i.d. 1/, ~ ['(a, b), calibrée
de telle facon que 7, proche de 0.

Pierre Alquier Apprentissage statistique dans les modéles parcimonieux



Modeéle a direction révélatrice parcimonieux
Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Inégalité oracle

pa(db) o exp[—AIXb — Y|[2]n(db) et By = / bpa(db).

Si&,iid N(0,02), A=75%,a=1 b= —2

Pk (M2 4 p?) "

Théoréme (A, 2013)

Yr, Met th M.’g: N.’gZOSi (>, |M,'J|,’N,',j’ < c,
E (IXB - xBI}) < |IX(MNT - B)]3

+ C(c, ) {azr(m + p) log <¥> + 04} :

n
g
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Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modéles a complexité bornée

Inégalité oracle

pa(db) o exp[—AIXb — Y|[2]n(db) et By = / bpa(db).

o2

= k2 (PP

SI 5,'71' Ild N(O,O’2), A L

I
\§)

I
=
o

Théoréme (A, 2013)

Yr, Met th M.’g: N.’gZOSi (>, |M,'J|,’N,',j’ < c,
E (IXB - xBI}) < |IX(MNT - B)]3

+ C(c, ) {azr(m + p) log <w> + 04} :

o2

@ F. Bunea, Y. She & M. Wegkamp (2011). Optimal selection of reduced rank estimators of
high-dimensional matrices. The Annals of Statistics 39 1282-13009.

@ A. Rohde & A. Tsybakov (2011). Estimation of high-dimensional low-rank matrices. The Annals
of Statistics 39 887-930.
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Régression de faible rang
Au-dela du modéle linéaire Modeéles a complexité bornée

Contexte

n paires i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Ya), (Xi, Vi) ~ P, X; € X,
Yie ).
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Contexte

n paires i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Ya), (Xi, Vi) ~ P, X; € X,
Yie ).

fp: X —>Y0elJo=0

i€l
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Au-dela du modéle linéaire Modeéles a complexité bornée

Contexte

n paires i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Ya), (Xi, Vi) ~ P, X; € X,
Yie ).

f@:x%y,eeUe,:e
iel

Fonction de perte £ : Y2 — R, P({(f(X),Y) < C) =1.
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Contexte

n paires i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Ya), (Xi, Vi) ~ P, X; € X,
Yie ).

{fé:X—UAGEUe,-:e}

i€l

Fonction de perte £ : Y2 — R, P({(f(X),Y) < C) =1.

R(0) = Boen-plC(5(X), V). et r(0) =+ 3~ U6(X), V).

i=1
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Contexte

n paires i.i.d. (X1, Y1),...,(Xn, Ya), (Xi, Vi) ~ P, X; € X,
Yie ).

{fé:X—UAGEUe,-:e}

i€l

Fonction de perte £ : Y2 — R, P({(f(X),Y) < C) =1.

n

R(0) = Boen-plC(5(X), V). et r(0) =+ 3~ U6(X), V).

i=1

0 inR, 0; in R.
Eargm@;n , eargnglin
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estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

@ loi a priori w; dans chaque ©;,
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Un estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

@ loi a priori w; dans chaque ©;,
e poids p; > 0 tels que > ., i =1,
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Un estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

@ loi a priori w; dans chaque ©;,
e poids p; > 0 tels que > ., i =1,
° ﬁ,-7>\(d9) ox exp(—)\r(e))ﬂ';(de)l(g S @i),
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Un estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

@ loi a priori w; dans chaque ©;,

e poids p; > 0 tels que > ., i =1,

o pix(df) ox exp(—Ar(0))m;(d6)1(0 € ©;),
o AN={202t .., Luogz)J}
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Un estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

loi a priori w; dans chaque ©;,

poids yi; > 0 tels que Y., i = 1,
Pia(df) o< exp(—=Ar(6))m;(d0)1(6 € ©;),
A= {021, olidly,

Oipn ~ Pins
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Un estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

loi a priori w; dans chaque ©;,

poids yi; > 0 tels que Y., i = 1,
Pia(df) o< exp(—=Ar(6))m;(d0)1(6 € ©;),
A={2021,... 2luely,

Oix ~ Pix,

un niveau de confiance ¢.
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estimateur de Gibbs dans chaque modéle...

@ loi a priori w; dans chaque ©;,

e poids p; > 0 tels que > ., i =1,

o pix(df) ox exp(—Ar(0))m;(d6)1(0 € ©;),
o A= {2021 . olia&ly,

o iy~ fix

@ un niveau de confiance ¢.

existe B.((i, \), (", \')), qui ne dépend pas de P, t.q.

1?(\7, PN R(00) = Rl ) < Ba((i,:\),(i’,)\’))> >1-¢
B-((i,A), (1", A)) < B((i, A), (i, A7) + B((i", A7), (i, X)),

et il existe une mesure de complexité C.((i,\)).
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Au-dela du modéle linéaire Modeéles a complexité bornée

Procédure de Lepski

On organise les paires (i, \) par complexité croissante :
{t,je{l,....M}} =1 xNet C.(t1) < -+ < Cc(tm).
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Procédure de Lepski

On organise les paires (i, \) par complexité croissante :
{t,je{l,....M}} =1 xNet C.(t1) < -+ < Cc(tm).
s(k) =inf{j € {1,..., M}, B.(t, t;) > 0},

par convention s(k) = 0 si pour tout j, B.(tx, t;) < 0.
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Procédure de Lepski

On organise les paires (i, \) par complexité croissante :
{t,je{l,....M}} =1 xNet C.(t1) < -+ < Cc(tm).

s(k) =inf{j € {1,..., M}, B.(t, t;) > 0},
par convention s(k) = 0 si pour tout j, B.(ty, t;) < 0. Enfin
k = min(arg max s)
et (7, \) est la paire telle que (7, \) = t;, finalement :

0= 05

=
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Hypotheéses

Hypothése de marge pour (k, ¢) € [1, +oo[xR%.

V(0,0) = Eqx yyp {[E(H(X), ¥) = €(fr(X), VI }
V(0,9) < ¢ [R(0) — R@)]" .

@ Mammen, E. and Tsybakov, A. B. (1999) Smooth Discrimination Analysis. The Annals of
Statistics 27(6), pp. 1808-1829.
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Hypotheéses

Hypothése de marge pour (k, ¢) € [1, +00[xR*.
V(0,0) = Eqx yyp {[E(H(X), ¥) = €(fr(X), VI }
V(0,9) < ¢ [R(0) — R@)]" .

@ Mammen, E. and Tsybakov, A. B. (1999) Smooth Discrimination Analysis. The Annals of
Statistics 27(6), pp. 1808-1829.

sup {g U@ R(O) Lo —ery(d6) — R(?,)}} < d;, oil

£eER
Tho(—er)(d0) o< exp[—ER(0)]m;(d0)1(0 € ©;).

Q Catoni, O. (2007) PAC-Bayesian Supervised Classification : The Thermodnamics of Statistical
Learning. Institute of Mathematical Statistics (IMS) Lecture notes - monograph series 56.
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Inégalité oracle

Théoreme (A, 2008)

Sous I'hypothése de marge et |'hypothése de dimension, il
existe C = C(k, ¢, C) t.q.

i€l

{([R(@-) —R(B)]" (di+|0g%5?(n)>)%’

P{R(é) — R(A) < inf [R(@,) — R(6)

+ C max

n

) 1+log,(n) 21
(d, + |Og 6#('2') ) }] } >1_¢
. £
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